Theoretische Physik 111

Elektrodynamik

1 Phdnomenologie der Maxwell Gleichungen
1.1 Maxwell Gleichungen

Nr. Im Vakuum In Materie Name

1 divE = 4np divD = 4np Gaufs G.

2 divB=0 divB=0 (6.G. f. B-felder)
3 rotE =-d¢tB rotE =-d¢tB (InduktionsG.)

4 | rotB=0ctE+ 3L} | rotH=0B+ 357 | (Ew.Durchfl/Amp.)

1.2 Potentialtheorie
1.2.1 Elektrostatisches Potential

I?r = _V|?17'|
E(7) =~V¢(s E(7) = q ity
Das elektrostatlsche Potential
o7 = [r* 2

Die Poisson- Glelchung:
A¢ = —4mp; im Vakuum: A¢ = 0
Die Energiedichte:
=3 [Pro) ¢(7) =g [ >rIEP

1.2.2 Die Dirac-5-Distribution

S(x)=0Vx =0, [oydx=1
f(x) an der Stelle x=a stetlg
(o]

| fix)0x-aydx = fia)

b
[otrx >dx—{ s

S _ & a(x) g )
o(f (x)) = 4;1 Gl fiir NS x; von f

falls0€[a,b)
sonst

S(ax) = 1 PR =4 8y falls q bei r” liegt

d - _ -
& (¥0p(x)) = ~2p()
Die Dirac-Delta 6(x) hat immer die inverse Einheit von x

p(X)=Q-N-§( )?)sodassjvp
In mehreren Dimesionen gilt:

89 (7) = 5(x)5(»)5(2)
Beispiele:

[drro(r-R)=R
0

NYdx' =gq

27
[ dds(p— o) =
0

1.2.3 Die Heavside-Funktion
Im Integral dndert die 6-Funktion die Integrationsgrenzen
d _ <
ax 0 = 9D (x)
d2 .
@X@(x) = bD(x)
(o]
(x)O(x)dx = ff(x)dx

0
Briickenfunktion von a bis b:
O(x—a)-0(b—x)oderB(x—a)—
1.3 Die Green’schen Satze
L = 4ns(7-1)

—»_r,l

|7

O(x—D)

1.3.1 Dirichlet- und Neumann-Green-Fkt.

Parabolische par. DGL:

/P ’

j j dr r1|+47TL9VdS
1 aq> 509 1
Lo ——
[P—+7| In RPT xd
—_— —ee e

Neumann-Randbed Dirichlet-Randbed
Dirichlet-Randbedingung:
D (Anforderung an die Funktion selbst am Rand)
Neumann-Randbedingung:
34)1 = ag:f Green-Funktionen iiber Fourier-Raum:
Dle Faltungen im Realraum entsprechen den Produkten
im Fourier- Raum

q>®w (= sl p(Re™T = [ a1 p(r)-p(7~r)
2 ist die Green-Funktion von A im Fourier-Raum
2 Fourier-Transformierte der Maxwellgleichungen:

2.1 Die Fourier-Transformation in mehreren Dimen-
sionen:

Hintransformation:
(o]
= [ dte'®'f(t)
—0o
(o]

fB)= [ ddxe R ()

flw j Bxdte K00 £(; 7)
—00
Riicktransformation:

f&@y=

-

N d3kd(n z K- wt) £
j (2m)* ko
—00

F[Maxwell Gleichungen] :

VE-EF o) = —idnp(k o)

2)k-B=0 i

3)kx E(k,w) = 2B(k, )

4) Ex §(E,w) = —%E(z,a)) —14?”]'_)_),(1))

3 Vektorpotential A

Die Helmholtz-Zerlegung
X(A) =-Y¥+rotQ

g(?)—rot[ Jd3 ’ ](j ):rotx
cJv [P- |

—_—

-

A
Biot-Savart nach Umformung mit Hilfspotential:

§(?):%jvd3r’j_f?’) | ‘3 (Zur Berechnung ersetze

Betrage durch Formeln fur Abstande (Pythagoras o. &.))
Mit der Coulomb-Eichung folgt:

A= —dx7

Anschaulich bedeutet dies:

divA= -3¢

Ubersicht der Potentiale und Felder: im statischen Fall
und mit Coulomb-Eichung gilt:

=E

< — <

/V

[d3GFEP)E Adp=—4np [d3r'G(FF)

&E 4mp /

4 Potentiale und Wellengleichungen:
4.1 Eichtransformationen:
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Die Potentiale sind bestimmt bis auf Wahl der Eichung.

die Coulomb-Eichung:

divA=0

Die Lorenz-Eichung lautet

divA=—-0u¢

Bei einer Trans. der Art:

A A+ Vx ist das B-Feld eichinvariant

Wenn man nun die die Coulomb-Eichung auf das neue

Feld A" anwendet, kommt man auf die Beziehung
Ax =—divA

4.2 Wellengleichungen:

Im dynamischen Fall folgt mit Lorenz-Eichung:
B(7) =rot A und

E(7) = -V A

und daraus die Wellengleichungen:

-O0¢ =—-4np

I

Mito = 9%ct — A als der D’lambert-Operator

5 Multipolentwicklung:

Taylor:

b =T+Li% Pi+§Lij %7;0”%
Transformationen der Multipolmomente:

Q als Skalar ist invariant.

X — X—a (Verschiebung):
P>P+Qa qij —

X — —X (Spiegelung):

7o —ﬁ; 9ij —

q,-]-+(a,-aj |§1 01])Q+a1P]+uJ
X — DX (Drehung, Drehmatrix D):
P—DP;  g;j — DixDjigij
Multipolmomente:

Q=[dVpp

P = [dVpgri

5;j72
qij = AV (r, rj— —5— ) (Symmetrisch, spurfrei)

35730,]

5.1 Spharische Multlpolent.:

dim —deP 3?)7 lm (6,¢)
B-Feld aus Punktdipol 7'in z-Richtung:
B= 3pea)a-p
= 3
-

6 EM-Wellen:

Esgilt E = Ep - e* k¥ mitk. E= 0

6.1 Polarisation:

Lineare Polari.: Superpos. von 2 ebenen Wellen ohne
Phasenverschiebung El + E} mit ¢1 = ¢, oder
P1=¢rxm

Zirkulare Polari.: Superpos. von 2 ebenen Wellen mit
Phasenverschiebung El + I:?% mitp; =Py + % also

El + EZ = (EO + iEé)eii(wt*kf)

F=E,.etilwt-k3)

Verhaltnis E- und B-Feld:

B=%t

EM- Wellen in} Materie:
(e- yact —-NH+ TZCU"
Dampfungsterm
Poynting-Vektor:

S= ﬁﬁx'g

Der Poynting-Satz:
divS+j-E=-d(wy + Winag)
Energierhaltung:

4 jd3 (WEp + Winag) = jade

dc+H = 0 Wellenglg. mit

Dn‘ferenhelles Ohm-Gesetz: )

f: aﬁ(lsotropes Medium); j; = ai]Ej (Allgemein
tensoriell)

Ohm-Gesetz: v%j = % =0E= o%
1=4y=%¢

R= (FA
7 Impulstransport durch das EM-Feld:
Impulsénderung'
dp
p *jvd3 p- E+ C]><B)

1 3 T
dt B+ zfyd rS); = [y d*r9;T;
Also dF; = Tl‘]‘dA]‘
Maxwell’scher Spanungstensor:
Tij = 4= - |[EiEj + BiBj — % 6;j(ExEx + By By)]
symmetrischer Tensor Tij = Tji
Mit E Ej + BBy = 8mt(w,) + Winag)
Wel + Winag + Tii =0
8 Zeitabhingige Green-Funktion und Retardation
aG(r,t,7,t') = 4ndp(F—7)op(t - t')
Retardierte Green-Funktion;

N y_|r=r |
Gret(tr t’, ,1") = M
7|

9 Liénard-Wiechert-Potentiale

Potentiale einer bewegten Punktladung:

oW (7 t) = 4rp(7t)
7
\P(?t)—jd%’ 1%J‘dt'5(t poIr rl) 7t
71|
q
P = R Ve P-7oer)
|?—f0~)|'(1—’7(t') ¢ )"=f G
P, 1)) = q(F" ~75(t)
J(7,¢') = qu(t’) - op (7" =15 (1))
Vektorpotential:
77|
S b
A=+ [ & AT )
¢ 71|



10 Spezielle Relativitat und Lorentz-
Geometrie

10.1 Lorentz-Transformation

Lorentz-Boost:

Wenn S ruht und S’ sich in positive x-Richtung bewegt:
(sonst positive Vorzeichen)

)= 50
)=y oy N\«

cosh(p)  —sinh(y)
A#(l’b) ( sinh(i) COSh(l[)))
mity =

1/1 2 P
Transformation: x’# = Abx?
Lorentz-Invariante:

s2 = xyxt = qV”xF‘xv mit Nvp =,da
(ct’)2 _Xl2 —_ (Ct)z _XZ

+1 0

(v 3)

Rapidiat:

W = artanh(B); p = tanh( ); ¥ = cosh(W)
Elgenbeschleunlgung == 5

10.2 Relativistische Effekte.

Additionstheorem:

(v1 und v; sind Geschwindigkeiten aus dem Ruhesystem aus
betrachtet, v, el Relativgeschwindigkeit von einem der beiden
Beobachter aus):

Ldngenkon;raktion

(Mit Ax” als die Lange, die das bewegte Objekt aus dem
unbewegten Bezugssystem betrachtet zu haben scheint, und Ax
als der Lange, die das Raumschiff wirklich hat):

Ax" =

Zeitdilatation

(Mit At’ als der Zeit, die vom unbewegten Beobachter aus
gesehen auf dem bewegten Raumschiff zu vergehen scheint,
wahrend im unbewegten System die Zeit At vergeht):

At =At-y

Relativistischer Impuls:

Prel = mvy

Aberration:

Sruht, S’ bewegt sich mit v in x-Richtung. In S misst man
die Gesch. u; undin &’ ulf vom gesehenen Objekt:

’ ’

Uy+v iy
Uy = Xu)'cv iy = upv
(1+ 2 ) y(l+ 2 )

Der schnellere Beobachter, sieht einen kleineren Winkel.
Die Gesch. des Objekts spielt nur eine Rolle fiir die
Absolutwinkel.

10.3 Lie-Gruppen:

Lorentz-Transormationen und Rotationen bilden eine
kontinuierlich parametrisierte Gruppe.

Die Pauli-Matrizen:

R(a) = exp(aa(z) also werden Drehungen durch o
erzeugt. Genauso werden Lorentz-Trafos durch

A) = explpo®) = ¥ Lo [oB)]

n
Eigenschaften:

Rot/Rapiditdten sind additive kont. Parameter:

AWIAD) = AW+ )

Neutrales El:

A(0) = o9, v=0

Inverses Element:

APIAp) =00, AT () = A(-p)

Invarianten:

Die Pauli-Matrizen sind alle spurfrei also

det(exp(B)) = exp(trB)

die Determinante eine Invariante

detA = cosh? —sinh® =1

Orthogonalitét:

Orthogonal bzg. der Minkowski-Metrik

A@)! - Ay) = mit g ec o)

Bakel-Hausdorf-Cambell-Formel:

exp(A)exp(B) = exp(A +B)- exp(—%[A,B])

Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten:
bt

By+p = tanh(pp +¢) = lli([;(l)ﬂ;spw

Beta-Gamma-Identitaten:

yz /32 _2-1

y-vB=\&
< 2,2

4
10.4 Raum-Zeit-Diagramme:
s2>0 zeitartig
s2<0 raumartig
= 0 lichtartig
Fiir raumartige Punkte gibt es keine kausale Ordnung
der Ereignisse.
10.5 DieEigenzeit:
Man hat eine Trajektorie: x#(t)
Somit ist die Eigengeschwindigkeit definiert:
ub(t)= %
Fiir das Eigenzeitdifferential gilt:

Oij dxi dxi
dt =4/( 767?—)61

e
IFI

Die Lange der Kurve wird in jedem BZS gleich
erscheinen, da wir sie liber eine Invariante ausgedriickt
haben. ds? = (cdt)?

11 Grundlagen zur Indexnotation:

iy = o)

Xy = r]w,x (xo,xl X2,X3) (x ,—xl,—xzr—XS)
xt =t x, = (x0,x1, %2, x3) = (xg, —x1,—x2,—x3)*
Skalarprodukt:  x/'x,, = (x 02— (x1)? = (x2)% - (x3)?

é kt‘,lﬂl” O?Hé[i{l bnb
Ableltung in 4er Koord

._ _d
a”.—w
det
ov=(%)
i_/\v )

Divergenzin 4er Koord.: d;,x# = d¢t(ct) + di(x') =4

D’Alembert in 4er Koord.:

o=d, 3”78 ;= 00"
aai_

aAﬂ

aA(,_b(7

12 Kovariante Elektrodynamik:
el. Feldstarke(Faraday-)Tensor:
0 -Ex -E, -E
E, 0 -B, By

M = = OFAY — QY AM
E, B, 0 -B
E, —B_}), By 0
FMY = (2 -t )
E  ¢jiBx
FYH = —FM antisymm.
_ AP AV
FMY = AaAﬁF“ﬁ o
Fil = 0" Al =01 AT = (6,07, = 970} A"
= ekmne I IMA" = & By
Dualer Feldstirketensor: FIV = LelVPOF,;
4-er Stromdichte j# = i?

(Die Ladungsdichte flieBt entlang der ct-Achse mit c)

4-er Potential AF = (j),)

12.0.1 Die Lorentz-Kraft:

pl = mut = (myc,myv')t

axtt _ dxlt
i RRArT

u

T = E
u},ul‘:c2

Lorentz-Kréfte erhalten die Zeitartigkeit von u#.
Teilchen verlassen nie die Lichtkegel.

12.0.2 Kovariante Maxwellgleichungen :

4
Inhomogen: 9, F!"" = —T(jv
Homogen: 9, F#" =
Oder:

9uFyp+dyFpy +dpFFY =0

12.0.3 Kontinuitatsgleichung:

9’4]'” =dct(cp)+0ij' =0

dyj# eine Lorentz-Invariante

12.1 Wellengleichung:
4m .,

AV =22
[m] C]

12.2 Eichungen:
Lorenz-Eichung: d,A¥ =0

Coulomb-Eichung: aiAi =0
AV — AV 4+ 9t x
Die Bianchi-ldentitit: J'F/'Y + M F¥A + 9VFAF =0

12.3 Lorentz-Invarianten der Felder:

FuyFFY = 11apnpy FOPFIY = Fppp I o

E?-B? #Energie

Die Energiedichte @ndert sich vom Bezugssystem zu
Bezugssystem.

FF“/FW o E - B pseudoskalar auch invariant.
Pseudoskalar bei Raumspiegelung:

X -xX

13 Relativistischer Hamilton-Formalismus:
Die Energie- und Impulserh. ist geg. weil £ nicht expl.
von x# abh.

Eichinvarianz: Ladungserh.

Lorentz-invariante Wirkung

B B
S=cldr=| [ nputuvdr
Joeef

Die Lagrange-Funktion: L = /i, utu?

Die Euler-Lagrange-Gleichung: d oL _ ot

At Ju® ~ 9x°
H =+/(cp)? + (mc?)?
Die Legendre-Transformation:
H=@w%E-1)
E-Statik:
Die Lagrange-Dichte:

Die Wirkung: S =

Z=($,0ip)

[atxz .00

Aus dem Hamilton-Prinzip 6S = 0 folgt:
0L 0% _
19(d;ip) I

Dann die Lagrange-Dichte:

&= %5“”3 Gy —4dmpd = 3

0z

Mit ———— =0;d A

gy =000 50

E-Dynamik mit Lorentz Invarlanten'
= Q(A 8 Ay)= 4 WFW + —A”]"
Und damit dle Wirkung:

5= Jd4x L(Ag,9pAs)

Daraus resultiert die Euler-Lagrange-Formel:
P & <

PA0pAs) A,
Keine Lagrange-Beschreibung, falls mag. Ladungen.

V¢>2 - 8mpe)

= —4mp Poisson Glg.

3p3(§ z_ = 0, FP0 = 9;?; 4 jo Maxwell
0F  _ _9FW 9%
Alternativ: ap 3(9 As) " NdpAg) I

13.1 Energie- Impulserhaltung:
Skalares Feld:(unabh. von x*)
_rap _ japp _jay 0Z
T n*P L -0 (;ba(a}‘q))
9, T =
Maxwell-Feld:(unabh. von xl‘)
T =P L - 0%A, 0
T =0
T¢ = Nap TaB =0 (massenloses Feld)
0 A i .
Ti0 =~ 2 S* Poynting Vektor
T =0
Kovariante E-Dynamik-Wellen

pa(aA )



OFMY = 0 mit Ansatz FFV o exp(+ikyx? falls ko k% = 0

Mit k¥ = (<, k)t

k kO = (Q)Z k2 _

Photonen und Masse R
LD, 9ud) = 31y v + -
o) =m?¢p  w(k) = /(ck)? + (mc)?

14 Sonstige Hilfsmittel
14.1 Fourier-Transformationen:
Vollstandigkeitsrelation:
n - —»
J%exp(lkf)-exp( ikx’) =
2121

dp(x—x')

Orthogonalitatsrelation: J fTODOOOTransformation:
00

N :J'anxg(f)e—ik»)?
&) :ngIf”‘g(E)e
Weitere Eigenschaften:

Flaf(x)+pg(x);k] = aF[f (x);k] + BF[g(x); k]
Flf(x—a)k] = ek F[f(x);k]

Flfax);k] = 1 F[f(x); E]a>0

Flf(=x);k] = f[f(X);*k]

N
+ik-X

FIL f(x);k] = ik F[f (x);K]
Flxf(x ) ]fl*f[f 3k]
FLf ()] = £TF (k) fir f(x) €R

Diﬁerentlaloperatoren im Fourier-Raum:
14.2 Kugelflichenfunktionen:
Erfiillen Helmholtz-DGL:
AYp(0, ) = 11 +1)Yy,,(6, )
(I-m)!
(I4+m)!

Yim(0,9) = =25 (G P (cos0)e ™

Yoo = /L

00 =/ 4z

Vin(0,0), Yo (0,00 =
JdQYlm(gfqb)*Yl’m’(ef ®) =611 Oy
JedeFunktiondievon9und¢abhéngt,kannals:

f(0,¢9)= Z, Z alelm (0,9)

1=0m=
mital‘m*IdQ Yl’m (0,0)f(0",¢") =
Yy (6,P)f(67,¢")) entwickelt werden
14.3 Legendre-Polynome:
Die ersten Legendre-Polynome lauten:
Py(x)=1
Pr(x)=
_ 13,2 _
Py(x) = 5(3x"—1)
P3(x) = %(5)(3 —3x)
AufSerdem gilt die Orthogonalitatsrelation

JPn X)Py(x

So kann man jede Funktion entwickeln
flx)= Z,?;o cn Py(x)
14.4 Assoziierte Legendre-Polynome:
Formel von Rodriguez:

1) m dl+m
Pru(p) = (21” (1-p ) de (142*1)1

Orthogonalitatsrelation:

x)dx = 2n+1 Oum

1
mpm 3. 2(+m)! o
J BB dx = Ok

-1

14.5 Vollstandige Funktionensysteme
Vollsténdigkeitsrelation

Zf f] =6p(x’ —x)
]

Orthonormalitadt von Funktionen:
{jr fie) = 0jk

Eigenschaften von Skalarprodukten:

(f,8):= [ fr(x)g(x)dx

I

Parcevalrelation:

(g,8) = La;ai falls konvergent
i

14.6 Der Taylor’sche Satz

00 ¢(n)(xq)
f=y L0

n=0
14.7 Jacobideterminanten:

Kugelkoordinaten: r2sin6
Zylinderkoordinaten: r
Polarkoordinaten: r

14.8 Integralsitze mit Diffoperatoren

GauBscher Satz: ¢, dA-G= [y dv-(v- G)
Stokes’scher Satz: g%A ds-G = JA dA-(VxG)
14.9 Partielle Integration

b
0= [feogeo]. ~ gty
14.10 Sphdrische Integrale:
[d¢ [d6sin6 = [dQ
[d¢ [d6sinOR? = [dA
[d¢ [d6sin6 [drr? = [dV
14.11 Rechenregeln fiir Diffoperatoren

(x—x)"

1 _ =_v 1_)
7| [r=1|
divrotX =0
rotgradf =0
divy' = 0;v;

rotv = Si]‘ka]‘vk(?i
A:ﬁ-ﬁ:divv:ﬁijaiaj =0;0;
fAf = div(fVf)-V] V]
rotrotA =VdivA—-AA .
div(A x B) = B(rotA) — A(rot B)

x
rot| y [=0
z

WIETERE FORMELN VON BLATT 1 NR. 1 EINFUGEN
14.12 Indexkalkiil
. aybz —azby, ]

axb= 5z'jk“jbk‘?i = Eijk“ibjEk = [ uzhx —llxbz
axby —ayby

b= ‘51‘]"?1‘?]’

€ijkEklm = 0i10jm = 0im0j]

€jjk€ijn = 20kn

€jk€ijk = 0iibii = 6

ojjaj =aj
bz] = Dix ok Dij
ii =
det(é,‘j) =1
Fr eine Drehmatrix g;; gilt:
a‘i g);], ai qija%j mit x/ die neue gedrehte
Koordlnate

14.13 Polare und axiale Vektoren:
« Das Kreuzprodukt zweier polarer oder zweier
axialer Vektoren ist ein Axialvektor.

« Das Kreuzprodukt aus einem polaren und einem

axialen Vektor ist ein Polarvektor.

« Das Skalarprodukt zweier polarer oder zweier
axialer Vektoren ist ein Skalar (d. h. behélt sein
Vorzeichen unter einer beliebigen Bewegung).

« Das Skalarprodukt aus einem polaren und einem
axialen Vektor ist ein Pseudoskalar (d. h. dndert
sein Vorzeichen unter einer Punktspiegelung).

14.14 Spharische Koordinaten und Diffoperatoren

o 19fn . 1 Of»
Vf(r,0,¢)= Grért 7300 wsino ¢ ¢
Af(r,0,¢) =
1.9 ,29f 19 of 1 Pf
r2 o) r2sing 90 (sin6 )+ v25in26 0?2

div f(r,0,¢) =TODOOo
14.15 Euler’sche Gammafunktion

J dxx* e =T(z)

0
IF(n)=(mn-1)VnelN
14.16 Komplexe Differenzierbarkeit und Holomor-
phie
« Komplexe Diffbarkeit: 3 %lg und eindeutig

« analytisch: erfiillt die CR-DGL TODOOO CRDGL
Einfligen

+ reguldr: gﬁdzg(z) = 0 fiir geschlossene Kurven

- holomorph: 5[5:15% = ¢(2)- 2ni fiir
geschlossene Kurven

14.17 Trigonometrische Identititen
coshz(a)—sinhz(a) =1

0\ _ _sinf
tan(j) ~ 1+cosO




