
Theoretische Physik III
Elektrodynamik
1 Phänomenologie der Maxwell Gleichungen
1.1 Maxwell Gleichungen

Nr. Im Vakuum In Materie Name
1 div ~E = 4πρ div ~D = 4πρ Gauß G.
2 div ~B = 0 div ~B = 0 (G.G. f. B-felder)
3 rot ~E = −∂ct ~B rot ~E = −∂ct ~B (InduktionsG.)
4 rot ~B = ∂ct ~E + 4π

c
~j rot ~H = ∂ct ~D + 4π

c
~j (Ew. Durchfl./Amp.)

1.2 Potentialtheorie
1.2.1 Elektrostatisches Potential

~r−~r1
|~r−~r1 |3

= −~∇ 1
|~r−~r′ |

~E(~r) = −~∇φ(~r); ~E(~r) = q1
~r−~r1
|~r−~r1 |3

Das elektrostatische Potential
φ(~r) =

∫
dr3

ρ(~r′ )

|~r−~r′ |
Die Poisson-Gleichung:
∆φ = −4πρ; im Vakuum: ∆φ = 0
Die Energiedichte:
W = 1

2

∫
d3rρ(~r) ·φ(~r) = − 1

8π

∫
d3r |~E|2

1.2.2 Die Dirac-δ-Distribution

δ(x) = 0 ∀x , 0,
∫
δ(x)dx = 1

f(x) an der Stelle x=a stetig
∞∫
−∞

f(x)δ(x−a)dx = f(a)

b∫
a
δ(x)f (x)dx =

{
f (0) f alls 0 ∈ [a,b]
0, sonst

δ(f (x)) =
n∑
i=1

δ(x−xi )
|f ′ (xi )|

für NS xi von f

δ(ax) =
δ(x)
|a| ρ(~r) = q · δD(~r−~r′ ) falls q bei ~r′ liegt

d
dx

(
xδD(x)

)
= −δD(x)

Die Dirac-Delta δ(x) hat immer die inverse Einheit von x
ρ(~x) =Q ·N · δ(~x) so dass

∫
V ρ(

~x′)dx′ = q
In mehreren Dimesionen gilt:
δ
(3)
D (~r) = δ(x)δ(y)δ(z)

Beispiele:
∞∫
0
dr r δ(r −R) = R

2π∫
0
dφ δ(φ−φ0) = 1

1.2.3 Die Heavside-Funktion

Im Integral ändert die θ-Funktion die Integrationsgrenzen
d
dxθ(x) = δD(x)
d2

dx2
xθ(x) = δD(x)

(x)Θ(x)dx =
∞∫
0
f (x)dx

Brückenfunktion von a bis b:
θ(x − a) ·θ(b − x) oder θ(x − a)−θ(x − b)
1.3 Die Green’schen Sätze
∆ 1
|~r−~r′ |

= −4πδ(~r − ~r′)

1.3.1 Dirichlet- und Neumann-Green-Fkt.

Parabolische par. DGL:

φ(~r) =
∫
V d

r ′ ρ(~r′ )
|~r−~r′ |

+ 1
4π

∫
∂V dS

′

·
[

1

|~r − ~r′ |
∂φ

∂n︸      ︷︷      ︸
Neumann-Randbed

−φ(~r′) ∂
∂n′

1

|~r − ~r′ |︸              ︷︷              ︸
Dirichlet-Randbed

]

Dirichlet-Randbedingung:
D (Anforderung an die Funktion selbst am Rand)
Neumann-Randbedingung:
∂φ1
∂n

= ∂φ2
∂n

Green-Funktionen über Fourier-Raum:
Die Faltungen im Realraum entsprechen den Produkten
im Fourier-Raum
φ⊗ψ(~r) =

∫
d3k
(2π)3

[φ(~k ·ψ(~k)]ei~k~r =
∫
d3r′φ(~r′) ·ψ(~r−~r′)

4π
k2

ist die Green-Funktion von ∆ im Fourier-Raum
2 Fourier-Transformierte der Maxwellgleichungen:

2.1 Die Fourier-Transformation in mehreren Dimen-
sionen:

Hintransformation:
f̃ (ω) =

∞∫
−∞

dteiωtf (t)

f̃ (~k) =
∞∫
−∞

d3xe−i~k~xf (~x)

f̃ (ω,~k) =
∞∫
−∞

d3xdte−i(~k·~x−ωt)f (t, ~x)

Rücktransformation:
f (~x, t) =

∞∫
−∞

d3kdω
(2π)4

ei(
~k~x−ωt) f̃ (~k,ω)

F [Maxwell Gleichungen] :
1)~k · ~̃E(~k,ω) = −i4πρ̃(~k,ω)
2)~k · ~̃B = 0
3)~k × ~̃E(~k,ω) = ω

c
~̃B(~k,ω)

4)~k × ~̃B(~k,ω) = −ωc ~̃E(~k,ω)− i
4π
c
~̃j(~k,ω)

3 Vektorpotential ~A

Die Helmholtz-Zerlegung
~X(~r) = −∇Ψ + rot ~Q

~B(~r) = rot

1c
∫
V
d3r′

~j(~r)

|~r − ~r′ |

︸                  ︷︷                  ︸
~A

= rot ~A

Biot-Savart nach Umformung mit Hilfspotential:
~B(~r) = 1

c

∫
V d

3r′~j(~r′)× ~r−~r′
|~r−~r′ |3

(Zur Berechnung ersetze
Beträge durch Formeln für Abstände (Pythagoras o. ä.))
Mit der Coulomb-Eichung folgt:
∆~A = − 4πc ~j
Anschaulich bedeutet dies:
div ~A = −∂ctφ
Übersicht der Potentiale und Felder: im statischen Fall
und mit Coulomb-Eichung gilt:

φ ~A

~E ~B

ρ ~j

∆φ=−4πρ

−∇φ=~E ~B=rot ~A

∆~A=− 4πc ~j

div ~E=4πρ rot ~B= 4π
c
~j

∫
d3r′G(~r,~r′ )

∫
d3r′G(~r,~r′ )

4 Potentiale und Wellengleichungen:
4.1 Eichtransformationen:
Die Potentiale sind bestimmt bis auf Wahl der Eichung.
die Coulomb-Eichung:
div ~A = 0
Die Lorenz-Eichung lautet
div ~A = −∂ctφ
Bei einer Trans. der Art:
~A −→ ~A+∇χ ist das B-Feld eichinvariant
Wenn man nun die die Coulomb-Eichung auf das neue
Feld ~A′ anwendet, kommt man auf die Beziehung
∆χ = −div ~A
4.2 Wellengleichungen:
Im dynamischen Fall folgt mit Lorenz-Eichung:
~B(~r) = rot ~A und
~E(~r) = −∇φ−∂ct ~A
und daraus die Wellengleichungen:
−�φ = −4πρ
−�~A = − 4πc ~j
Mit� = ∂2ct −∆ als der D’lambert-Operator
5 Multipolentwicklung:
Taylor:

φ(~r) =
q
r +

∑
i
xi
r3
· Pi + 1

6
∑
ij

3xixj−r2δij
r5

Qij + . . .
Transformationen der Multipolmomente:
Q als Skalar ist invariant.
~x→ ~x − ~a (Verschiebung):
~P → ~P +Q~a; qij →
~x→−~x (Spiegelung):
~P →−~P ; qij →

qij +
(
aiaj − 1

3

∣∣∣~a∣∣∣2δij)Q+ aiPj + ajPi − 2
3~a
~P δij

~x→D~x (Drehung, Drehmatrix D):
~P →D~P ; qij →DikDjlqij
Multipolmomente:
Q =

∫
dV ρ(~r)

Pi =
∫
dV ρ(~r)ri

qij =
∫
dV ρ(~r)

(
ri rj −

δij~r
2

3

)
(Symmetrisch, spurfrei)

5.1 Sphärische Multipolent.:
qlm =

∫
dV ρ(~x)rlY ∗lm(θ,φ)

B-Feld aus Punktdipol ~p in z-Richtung:
~B = 3(p·~er )~er−~p

r3

6 EM-Wellen:

Es gilt ~E = ~E0 · e±i(
~k~x−ωt) mit~k · ~E = 0

6.1 Polarisation:

Lineare Polari.: Superpos. von 2 ebenen Wellen ohne
Phasenverschiebung ~E1 + ~E2 mitφ1 = φ2 oder
φ1 = φ2 ±π
Zirkulare Polari.: Superpos. von 2 ebenen Wellen mit
Phasenverschiebung ~E1 + ~E2 mitφ1 = φ2 ± π2 also
~E1 + ~E2 = (~E0 + i ~E′0)e

±i(ωt−~k~x)

~E = ~E0 · e±i(ωt−
~k~x)

Verhältnis E- und B-Feld:
B = E

c
EM-Wellen in Materie:
(ε ·µ∂2ct −∆) ~H + 4πσµ

c ∂ct ~H = 0 Wellenglg. mit
Dämpfungsterm
Poynting-Vektor:
~S = c

4π
~E × ~B

Der Poynting-Satz:
div ~S + ~j · ~E = −∂t(wel +wmag )
Energierhaltung:
d
dt

∫
V
d3r(WEl +Wmag ) = −

∫
∂V d

~Q · ~S −
∫
V
d3r~j · ~E

Di�erentielles Ohm-Gesetz:
~j = σ ~E (Isotropes Medium); ji = σ

j
i Ej (Allgemein

tensoriell)
Ohm-Gesetz: v q

∆V j =
I
A = σE = σ Ul

I = σA
l U = U

R

R = l
σA

7 Impulstransport durch das EM-Feld:

Impulsänderung:
d~p
dt =

∫
V d

3r(ρ · ~E + 1
c
~j × ~B)

d
dt (~p+

1
c

∫
V d

3r~S)i =
∫
V d

3r∂jTij
Also dFi = TijdAj
Maxwell’scher Spanungstensor:
Tij =

1
4π · [EiEj +BiBj −

1
2δij (EkEk +BkBk )]

symmetrischer Tensor Tij = Tji
Mit EkEk +BkBk = 8π(wel +wmag )
wel +wmag + Tii = 0
8 Zeitabhängige Green-Funktion und Retardation

�G(~r, t,~r′ , t′) = 4πδD (~r −~r′)δD (t − t′)
Retardierte Green-Funktion:

Gret(t, t′ ,~r, ~r′) =
δ(t−t′− |~r−

~r′ |
c )

|~r−~r′ |

9 Liénard-Wiechert-Potentiale

Potentiale einer bewegten Punktladung:
�Ψ (~r, t) = 4πρ(~r, t)

Ψ (~r, t) =
∫
d3r′

1

|~r − ~r′ |

∫
dt′δ(t − t′ − |~r −

~r′ |
c

) · q(~r, t′)

φ(~r,t) =
q∣∣∣~r − ~r0(t′)

∣∣∣ · (1− ~n(t′ ) · ~v(t′ )c ) ∣∣∣∣∣∣
t′=t−

∣∣∣∣~r−~r0(t′ ) ∣∣∣∣
c

ρ(~r′ , t′) = q(~r′ −~r′0(t
′))

j(~r′ , t′) = q~v(t′) · δD (~r′ −~r′0(t
′))

Vektorpotential:

~A(~r, t) =
1
c

∫
d3r′

~j(~r′ , t − |~r−
~r′ |
c )

|~r − ~r′ |

1



10 Spezielle Relativität und Lorentz-
Geometrie
10.1 Lorentz-Transformation
Lorentz-Boost:
Wenn S ruht und S’ sich in positive x-Richtung bewegt:
(sonst positive Vorzeichen)(
ct′

x′

)
=

(
γ −βγ
−βγ γ

)(
ct
x

)
Λ
µ
ν (ψ) =

(
cosh(ψ) −sinh(ψ)
−sinh(ψ) cosh(ψ)

)
mit γ = 1√

1−β2
; β = v

c

Transformation: x′µ =Λ
µ
νx
ν

Lorentz-Invariante:
s2 = xνxµ = ηνµxµxν mit ηνµ =, da
(ct′)2 − x′2 = (ct)2 − x2(
+1 0
0 −1

)
Rapidiät:
Ψ = artanh(β); β = tanh(Ψ ); γ = cosh(Ψ )
Eigenbeschleunigung: d

dτ ψ = g
c

10.2 Relativistische E�ekte:
Additionstheorem:
(v1 und v2 sind Geschwindigkeiten aus dem Ruhesystem aus
betrachtet, vr el Relativgeschwindigkeit von einem der beiden
Beobachter aus):
vrel =

v1+v2
1+ v1 ·v2

c2
Längenkontraktion
(Mit ∆x′ als die Länge, die das bewegte Objekt aus dem
unbewegten Bezugssystem betrachtet zu haben scheint, und ∆x

als der Länge, die das Raumschi� wirklich hat):
∆x′ = ∆x

γ
Zeitdilatation
(Mit ∆t′ als der Zeit, die vom unbewegten Beobachter aus
gesehen auf dem bewegten Raumschi� zu vergehen scheint,
während im unbewegten System die Zeit ∆t vergeht):
∆t′ = ∆t ·γ
Relativistischer Impuls:
prel =mvγ
Aberration:
S ruht, S’ bewegt sich mit v in x-Richtung. In S misst man
die Gesch. ui und in S’ u′i vom gesehenen Objekt:

ux =
u′x+v

(1+ u
′
xv

c2
)

, uy =
u′y

γ(1+ u
′
xv

c2
)

Der schnellere Beobachter, sieht einen kleineren Winkel.
Die Gesch. des Objekts spielt nur eine Rolle für die
Absolutwinkel.
10.3 Lie-Gruppen:
Lorentz-Transormationen und Rotationen bilden eine
kontinuierlich parametrisierte Gruppe.
Die Pauli-Matrizen:
σ (0) =

(
1 0
0 1

)
, σ (1) =

(
1 0
0 −1

)
, σ (2) =

(
0 1
−1 0

)
,

σ (3) =
(
0 1
1 0

)
R(α) = exp(ασ (2) also werden Drehungen durch σ (2)
erzeugt. Genauso werden Lorentz-Trafos durch

Λ(ψ) = exp(ψσ (3)) =
∑
n

ψn

n! [σ
(3)]n

Eigenscha�en:
Rot/Rapiditäten sind additive kont. Parameter:
Λ(ψ)Λ(φ) =Λ(ψ +φ)
Neutrales El:
Λ(0) = σ (0), v=0
Inverses Element:
Λ(ψ)Λ(−ψ) = σ (0), Λ−1(ψ) =Λ(−ψ)
Invarianten:
Die Pauli-Matrizen sind alle spurfrei also
det(exp(B)) = exp(trB)
die Determinante eine Invariante
detΛ = cosh2 − sinh2 = 1
Orthogonalität:
Orthogonal bzg. der Minkowski-Metrik
Λ(ψ)t · η ·Λ(ψ) = η mit η ∝ σ (1)
Bakel-Hausdorf-Cambell-Formel:
exp(A)exp(B) = exp(A+B) · exp(− 12 [A,B])
Additionstheorem für Geschwindigkeiten:

βψ+φ = tanh(ψ +φ) =
βφ+βψ
1+βφ ·βψ

Beta-Gamma-Identitäten:
γ2β2 −γ2 = 1

γ −γβ =
√
c−v
c+v

c
γ =
√
c2 − v2

10.4 Raum-Zeit-Diagramme:
s2 > 0 zeitartig
s2 < 0 raumartig
s2 = 0 lichtartig
Für raumartige Punkte gibt es keine kausale Ordnung
der Ereignisse.
10.5 Die Eigenzeit:
Man hat eine Trajektorie: xµ(τ)
Somit ist die Eigengeschwindigkeit definiert:
uµ(τ) = dxµ

dτ
Für das Eigenzeitdi�erential gilt:

dτ =

√
(1−

δij
c2

dxi
dt

dxj
dt )dt

τ =
B∫
A

dτ =
B∫
A

dt

√
(1−

δij
c2

dxi
dt

dxj
dt )

=
B∫
A

dt
√
1− β2 =

B∫
A

dt
γ

Die Länge der Kurve wird in jedem BZS gleich
erscheinen, da wir sie über eine Invariante ausgedrückt
haben. ds2 = (cdτ)2

11 Grundlagen zur Indexnotation:
ηµληλν = δ

µ
ν

xµ = ηµνxν = (x0,x1,x2,x3) = (x0,−x1,−x2,−x3)
xµ = ηµνxν = (x0,x1,x2,x3)t = (x0,−x1,−x2,−x3)t
Skalarprodukt: xµxµ = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

εijkε
imn = δmj δ

n
k − δ

n
j δ
m
k

Ableitung in 4er Koord.:
∂µ := ∂

∂xµ

∂µ =
(
∂ct
−∇

)
∂
∂xµ

=Λνµ
∂

∂x′ν

Divergenz in 4er Koord.: ∂µxµ = ∂ct(ct) +∂i (xi ) = 4
D’Alembert in 4er Koord.:
� = ∂µ∂µ = ∂2ct −∂i∂i

∂i∂
i = ∆

∂Aµ
∂Aσ

= δσµ
12 Kovariante Elektrodynamik:
el. Feldstärke(Faraday-)Tensor:

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By
Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0

 = ∂µAν −∂νAµ
Fµν =

(
0 −~E
~E εijkBk

)
Fνµ = −Fµν antisymm.
Fµν =Λ

µ
αΛ

ν
βF

αβ

Fij = ∂iAj −∂jAi = (δimδ
j
n − δ

j
mδ

i
n)∂

mAn

= εkmnεkij∂mAn = εijkBk
Dualer Feldstärketensor: F̃µν = 1

2 ε
µνρσFρσ

4-er Stromdichte jµ =
(
cρ
ji

)
(Die Ladungsdichte fließt entlang der ct-Achse mit c)

4-er Potential Aµ =
(
φ
Ai

)

12.0.1 Die Lorentz-Kra�:

pµ =muµ = (mγc,mγvi )t

dxµ

dτ
= γ

dxµ

dt
duµ

dτ
=
q

m
·Fµνuν

uµu
µ = c2

Lorentz-Krä�e erhalten die Zeitartigkeit von uµ.
Teilchen verlassen nie die Lichtkegel.

12.0.2 Kovariante Maxwellgleichungen :

Inhomogen: ∂µF
µν =

4π
c
jν

Homogen: ∂µF̃
µν = 0

Oder:
∂µFνρ +∂νFρµ +∂ρF

µν = 0

12.0.3 Kontinuitätsgleichung:

∂µj
µ = ∂ct(cρ) +∂i j

i = 0
∂µj

µ eine Lorentz-Invariante
12.1 Wellengleichung:

�Aν =
4π
c
jν

12.2 Eichungen:
Lorenz-Eichung: ∂µA

µ = 0

Coulomb-Eichung: ∂iA
i = 0

Aµ −→ Aµ +∂µχ
Die Bianchi-Identität: ∂λFµν +∂µFνλ +∂νFλµ = 0

12.3 Lorentz-Invarianten der Felder:
FµνF

µν = ηαβηβνF
αβFµν = F̃µν F̃

µν ∝
~E2 − ~B2 ,Energie
Die Energiedichte ändert sich vom Bezugssystem zu
Bezugssystem.
Fµν F̃µν ∝ ~E · ~B pseudoskalar auch invariant.
Pseudoskalar bei Raumspiegelung:
~x 7→ −~x
13 Relativistischer Hamilton-Formalismus:
Die Energie- und Impulserh. ist geg. weilL nicht expl.
von xµ abh.
Eichinvarianz: Ladungserh.
Lorentz-invariante Wirkung

S = c
B∫
A

dτ =
B∫
A

√
ηµνu

µuνdτ

Die Lagrange-Funktion: L =
√
ηµνu

µuν

Die Euler-Lagrange-Gleichung: d
dτ

∂L
∂uσ

=
∂L
∂xσ

H =
√
(cp)2 + (mc2)2

Dİe Legendre-Transformation:
H = (v ∂L

∂v
−L)

E-Statik:
Die Lagrange-Dichte: L = (φ,∂iφ)

Die Wirkung: S =
∫
d4xL (φ,∂iφ)

Aus dem Hamilton-Prinzip δS = 0 folgt:

∂i
∂L
∂(∂iφ)

− ∂L
∂φ

= 0

Dann die Lagrange-Dichte:
L =

1
2
δab∂aφ∂bφ− 4πρφ =

1
2
(∇φ)2 − 8πρφ)

Mit ∂L
∂(∂iφ)

= ∂i∂
iφ = ∆φ =

∂L
∂φ

= −4πρ Poisson Glg.

E-Dynamik mit Lorentz-Invarianten:

L =L (Aµ,∂µAν ) =
1
4
FµνF

µν +
4π
c
Aµj

µ

Und damit die Wirkung:

S =
∫
d4x L (Aσ ,∂ρAσ )

Daraus resultiert die Euler-Lagrange-Formel:

∂ρ
∂L

∂(∂ρAσ )
− ∂L
∂Aσ

= 0

Keine Lagrange-Beschreibung, falls mag. Ladungen.
∂ρ

∂L
∂(∂ρAσ )

= ∂ρFρσ = ∂L
∂Aσ

4π
c j

σ Maxwell

Alternativ: ∂ρ ∂L
∂(∂ρAσ )

= ∂Fµν

∂(∂ρAσ )
∂L
∂Fµν

13.1 Energie- Impulserhaltung:
Skalares Feld:(unabh. von xµ)
−T αµ = ηαβL −∂αφ ∂L

∂(∂µφ)

∂µT
αβ = 0

Maxwell-Feld:(unabh. von xµ)
−T αρ = ηαβL −∂αAσ∂ρ ∂L

∂(∂ρAσ )

∂ρT
αρ = 0

T αα = ηαβT αβ = 0 (massenloses Feld)
T i0 � 4π

c S
i Poynting Vektor

∂αT
α = 0

Kovariante E-Dynamik-Wellen
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�Fµν = 0 mit Ansatz Fµν ∝ exp(±ikσ xσ falls kσ kσ = 0
Mit kµ = (ωc , k

i )t

kσ k
σ = (ωc )

2 − k2 = 0
ω
k = vph und dω

dk = vg
Photonen und Masse:
L (φ,∂µφ) =

1
2ηµν∂µφ∂νφ+ m2

2 φ

�φ =m2φ ω(k) =
√
(ck)2 + (mc)2

14 Sonstige Hilfsmittel
14.1 Fourier-Transformationen:
Vollständigkeitsrelation:∫

dnk
(2π)n exp(i

~k~x) · exp(−i~k~x′) = δD (x − x′)

Orthogonalitätsrelation:
2π∫
0

2π∫
0

TODOOOTransformation:

g
(~k)

=
∫
anxg(~x)e

−i~k·~x

g(~x) =
∫
anK
2πn xg(~k)e

+i~k·~x

Weitere Eigenscha�en:
F [αf (x) + βg(x);k] = αF [f (x);k] + βF [g(x);k]
F [f (x − a);k] = e−ikaF [f (x);k]
F [f (ax);k] = 1

aF [f (x); ka ], a > 0
F [f (−x);k] = F [f (x);−k]
F [ ddx f (x);k] = ikF [f (x);k]

F [xf (x);k] = i ddxF [f (x);k]
F [f (x);−k] = F [f (x);k]∗ für f (x) ∈ R
Di�erentialoperatoren im Fourier-Raum:
14.2 Kugelflächenfunktionen:
Erfüllen Helmholtz-DGL:
∆Ylm(θ,φ) = l(l +1)Ylm(θ,φ)

Ylm(θ,φ) =
1√
2π

√
2l+1
2 · (l−m)!

(l+m)! P
m
l (cosθ)eimφ

Y00 =
√

1
4π

〈Ylm(θ,φ),Yl′m′ (θ,φ)〉 =∫
dΩYlm(θ,φ)∗Yl′m′ (θ,φ) = δll′δmm′

Jede Funktion die von θ undφ abhängt, kann als:

f (θ,φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

almYlm(θ,φ)

mit alm =
∫
dΩ′Yl′m′ (θ,φ)

∗f (θ′ ,φ′) =
〈Yl′m′ (θ,φ)|f (θ′ ,φ′)〉 entwickelt werden
14.3 Legendre-Polynome:
Die ersten Legendre-Polynome lauten:
P0(x) = 1
P1(x) = x
P2(x) =

1
2 (3x

2 − 1)
P3(x) =

1
2 (5x

3 − 3x)
Außerdem gilt die Orthogonalitätsrelation
1∫
−1
Pn(x)Pm(x)dx =

2
2n+1δnm

So kann man jede Funktion entwickeln
f (x) =

∑∞
n=0 cn Pn(x)

14.4 Assoziierte Legendre-Polynome:
Formel von Rodriguez:
Plm(µ) =

(−1)n

2l l!
(1−µ2)

m
2 · d

l+m

dl+mµ
(µ2 − 1)l

Orthogonalitätsrelation:
1∫
−1
Pmk P

m
l dx =

2(l+m)!
(2l+1)(l−m)!δkl

14.5 Vollständige Funktionensysteme
Vollständigkeitsrelation:∑
j
f ∗j (x

′)fj (x) = δD (x′ − x)

Orthonormalität von Funktionen:
〈fj , fk〉 = δjk
Eigenscha�en von Skalarprodukten:

〈f ,g〉 :=
∫
I
f ∗(x)g(x)dx

Parcevalrelation:
〈g,g〉 =

∑
i
a∗iai falls konvergent

14.6 Der Taylor’sche Satz

f (x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n! (x − x0)n

14.7 Jacobideterminanten:
Kugelkoordinaten: r2sinθ
Zylinderkoordinaten: r
Polarkoordinaten: r
14.8 Integralsätze mit Di�operatoren
Gaußscher Satz:

∮
A d

~A · ~G =
∫
V dv · (∇ · ~G)

Stokes’scher Satz:
∮
∂A d~s · ~G =

∫
A d

~A · (∇× ~G)
14.9 Partielle Integration
b∫
a
f ′(x)g(x) =

[
f(x)g(x)

]b
a
−
b∫
a
f(x)g

′
(x)

14.10 Sphärische Integrale:∫
dφ

∫
dθsinθ =

∫
dΩ∫

dφ
∫
dθsinθR2 =

∫
dA∫

dφ
∫
dθsinθ

∫
drr2 =

∫
dV

14.11 Rechenregeln für Di�operatoren
∇ 1
|~r−~r′ |

= −∇′ 1
|~r−~r′ |

divrot ~X = 0
rotgradf = 0
div~v = ∂ivi
rot~v = εijk∂jvk~ei
∆ = ~∇ · ~∇ = div∇ = δij∂i∂j = ∂i∂i
f ∆f = div(f ∇f )−∇f · ∇f
rotrot ~A = ∇div ~A−∆~A
div(~A× ~B) = ~B(rot ~A)−A(rot ~B)

rot

 x
y
z

 = 0

WIETERE FORMELN VON BLATT 1 NR. 1 EINFÜGEN
14.12 Indexkalkül

~a×~b = εijkajbk~ei = εijkaibj~ek =


aybz − azby
azbx − axbz
axby − aybx


~a ·~b = δij~ai~bj
εijkεklm = δilδjm− δimδjl
εijkεijn = 2δkn
εijkεijk = δiiδii = 6
δijai = aj
δij =DikδklDil
δii = 3
det(δij ) = 1
Für eine Drehmatrix qij gilt:
∂
∂x′i

=
∂xj
∂x′i

∂
∂xj

= qij
∂
∂xj

mit x′i die neue gedrehte
Koordinate.
14.13 Polare und axiale Vektoren:

• Das Kreuzprodukt zweier polarer oder zweier
axialer Vektoren ist ein Axialvektor.

• Das Kreuzprodukt aus einem polaren und einem

axialen Vektor ist ein Polarvektor.

• Das Skalarprodukt zweier polarer oder zweier
axialer Vektoren ist ein Skalar (d. h. behält sein
Vorzeichen unter einer beliebigen Bewegung).

• Das Skalarprodukt aus einem polaren und einem
axialen Vektor ist ein Pseudoskalar (d. h. ändert
sein Vorzeichen unter einer Punktspiegelung).

14.14 Sphärische Koordinaten und Di�operatoren

∇f (r,θ,φ) = ∂f
∂r
~er +

1
r
∂f
∂θ
~eθ + 1

rsinθ
∂f
∂φ
~eφ

∆f (r,θ,φ) =
1
r2

∂
∂r

(r2 ∂f
∂r

) + 1
r2sinθ

∂
∂θ

(sinθ ∂f
∂θ

) + 1
r2sin2θ

∂2f
∂φ2

divf (r,θ,φ) =TODOOo
14.15 Euler’sche Gammafunktion
∞∫
0
dxxz−1e−x = Γ (z)

Γ (n) = (n− 1)!∀n ∈N
14.16 Komplexe Di�erenzierbarkeit und Holomor-
phie

• Komplexe Di�barkeit: ∃ dgdz |ξ und eindeutig

• analytisch: erfüllt die CR-DGL TODOOO CRDGL
Einfügen

• regulär:
∮
dzg(z) = 0 für geschlossene Kurven

• holomorph:
∮
dξ

g(ξ)
g−z = g(z) · 2πi für

geschlossene Kurven

14.17 Trigonometrische Identitäten
cosh2(α)− sinh2(α) = 1
tan

(
θ
2

)
= sinθ

1+cosθ

3


